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Esta dissertação tem como principal foco a análise da concentração de tensões em
materiais celulares.
São considerados dois materiais compósitos de microestrutura periódica neste traba-
lho: um material compósito com fases sólida e vazia; um material compósito com duas
fases sólidas. Os materiais são representados por uma célula unitária.
Recorre-se à modelação por elementos finitos para modelar as células unitárias e
para resolver os casos de carga trabalhados.
É feito um estudo de convergência de malha para duas células unitárias com foco na
tensão na fronteira entre sólido e vazio. É realizado um estudo de efeito de escala para
perceber como o meio celular afeta a concentração de tensões numa célula unitária. É
realizado um estudo de concentração de tensões para uma célula unitária representativa
de um arranjo hexagonal.
Os resultados mostram bons resultados de convergência e que o efeito de escala tem
influência na concentração de tensões.




This dissertation focuses on stress concentration in celular materials.
Two periodic microstructure materials are considered: one composite material with
solid and void phases and one composite material with two solid phases. Both materials
are represented by a representative volume cell.
Finite elements are used to create the representative unit cells and calculating the
stress fields.
A mesh convergence test is conducted for two representative unit cells that focuses
on stress in the solid-void interface. A scale effect study is conducted with the aim of
understanding how the cellular microstructure affects stress concentration on a single
representative unit cell. A stress concentration study is conducted for an hexagonal
array representative unit cell.
Results show good mesh convergence and that scale effect affects stress concentra-
tion.
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A evolução da informática tem sido uma grande ajuda na área da engenharia estru-
tural. A capacidade de modelação de modelos computacionais permite reduzir o gasto
de recursos materiais e prevenir erros que podem ser descobertos através da simulação
das condições a que uma estrutura estará sujeita.
Uma das melhores ferramentas à disposição da engenharia estrutural é o método
dos elementos finitos. Este método permite-nos analisar tensões e deformações para
as mais variadas condições e produtos, seja para estruturas de grande escala ou para
microestruturas de materiais compósitos, sendo que a tensão é um dos parâmetros mais
importantes de um projeto.
Nesta dissertação é feito um estudo de convergência de malha de elementos finitos
para microestruturas, bem como um estudo do efeito de escala para microestruturas de
materiais compósitos.
1.1 Motivação
Os materiais compósitos são materiais criados através da combinação de dois ou
mais materiais, muitas vezes com propriedades muito distintas, que quando combina-
dos dão ao compósito propriedades únicas.
1
CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO
Os materiais compósitos podem ser encontrados na natureza, como é o caso da ma-
deira ou dos nossos ossos, ou podem ser fabricados, como é o caso da fibra de vidro
que hoje está presente em todo o tipo de aplicações como em automóveis ou artigos
desportivos.
Em aplicações onde a segurança e fiabilidade é o aspeto mais importante, como por
exemplo os aviões onde os compósitos já chegam a ter uma fração de 50% do peso (como
é o caso do Boeing 787), é preciso saber qual o limite desses materiais de forma a evitar
as suas falhas. A motivação desta dissertação é estudar a concentração de tensão em
diversas microestruturas de materiais compósitos.
1.2 Objetivo da dissertação
O objetivo desta dissertação é contribuir para o conhecimento científico de micro-
estruturas de materiais compósitos com especial foco na distribuição e concentração
de tensões em vários tipos diferentes de microestruturas. Foi realizado um estudo de
convergência de malha para duas micro-estruturas diferentes e em seguida um estudo
sobre qual a influência do efeito de escala na concentração de tensões nas diferentes
micro-estruturas. O estudo foi feito com recurso ao método numérico dos elementos
finitos e todas as modelações e resultados foram obtidos através da utilização de um
código APDL no programa comercial ANSYS Mechanical APDL(Ansys Parametric Design
Language .
1.3 Estrutura da dissertação
No primeiro capítulo, é feita uma introdução ao tema.
No segundo capítulo é feita uma revisão literária sobre arranjos de micro-estruturas
de materiais compósitos e o método da homogenização.
No terceiro capítulo são apresentados os conhecimentos que existem sobre o fenó-
meno de concentração de tensões em placas infinitas e placas finitas.
No quarto capítulo é introduzido o modelo de material utilizado nesta dissertação e
explicado como é feito o estudo de convergência de malha e de efeito de escala.
2
1.3. ESTRUTURA DA DISSERTAÇÃO
No quinto capítulo são apresentados os resultados do trabalho desenvolvido nesta
dissertação.
No sexto capítulo são apresentadas as conclusões desta dissertação. Neste capítulo
são também apresentados possíveis desenvolvimentos futuros de forma a dar continui-












Microestruturas de material periódico
2.1 Otimização Estrutural
A área da otimização estrutural tem beneficiado bastante nas últimas décadas do
avanço tecnológico na área da tecnologia e computadores e do desenvolvimento de mé-
todos analíticos e numéricos , como por exemplo o Método dos Elementos Finitos, o que
permitiu a realização de análises estruturais muito complexas.
A otimização estrutural tem como objetivo a obtenção de uma estrutura ótima que
satisfaça a minimização ou maximização de um parâmetro objetivo como a massa, rigi-
dez ou flexibilidade quando sujeito a um conjunto de constrangimentos. A otimização
estrutural pode ser dividida em três grandes categorias: otimização de dimensão; otimi-
zação de forma e otimização de topologia.
A otimização de dimensões tem como variáveis de projeto as dimensões dos mem-
bros de uma estrutura e os problemas deste tipo têm tipicamente uma natureza combi-
natória e variáveis discretas ou contínuas.
Na otimização de forma o objetivo é encontrar a forma da fronteira Γ de um domínio
Ω. As variáveis de projeto são contínuas e a solução final está fortemente dependente
da topologia inicial usada, o que resulta algumas vezes numa solução sub-ótima.
A otimização de topologia tem como objetivo encontrar a distribuição de material
mais eficiente num dado domínio. Pode ser usada em estruturas reticuladas ou meios
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contínuos de duas e três dimensões.
Figura 2.1: Diferentes tipos de otimização estrutural; (a) Otimização de dimensões; (b)
Otimização de forma; (c) Otimização de topologia. (Adaptado de [1])
No caso de estruturas reticuladas o objetivo é perceber se um dado elemento da
estrutura inicial, como uma barra, deve ou não fazer parte da estrutura final.
No caso dos meios contínuos, o problema é resolvido inicialmente pela discretização
do domínio Ω numa malha de elementos finitos à qual é associada uma variável ρ que
descreve a presença ou ausência de material em cada ponto da malha. A variável ρ é
uma variável contínua que toma valores
ρ ∈ [0,1]
em que 0 corresponde à ausência de material e 1 corresponde à presença de material.
Como o objetivo de uma otimização é obter um domínio definido que permita ser
fabricado, uma otimização desta natureza resultaria em valores de ρ diferentes de 0 e 1
que não têm significado físico.
Para resolver este problema, Bendsøe(1989) propôs o modelo SIMP(Solid Isotropic
Material with Penalization), que relaciona as propriedades do material com a densidade
em cada elemento através de uma lei de potência que penaliza as densidades intermé-




Os materiais compósitos já se encontram em uso em variadas indústrias como aero-
espacial, automóvel e desportiva graças à possibilidade de combinar materiais consti-
tuintes na forma de matriz e reforço com diferentes propriedades mecânicas e químicas
e obter um novo material com propriedades bastante diferentes.
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Uma das formas mais comuns de combinar materiais constituintes é na forma de
matriz-fibra. O reforço em forma de fibra fornece rigidez e consegue impedir a propa-
gação de falhas.
Figura 2.2: Exemplo de um material compósito com uma distribuição de fibras aleatória.
No entanto, graças à natureza anisotrópica e heterogénea dos materiais compósitos,
é difícil avaliar as propriedades mecânicas dos compósitos reforçados com fibras.
Como a distribuição de fibras numa matriz é aleatória, um método eficaz de descre-
ver um material compósito deste tipo é assumir que a mais pequena heterogeneidade do
material pode ser descrita por uma célula unitária representativa com comportamento
correspondente ao comportamento médio (homogeneizado) do material compósito, que
se repete periodicamente no espaço. Isto pode ser feito com a aplicação do método da
homogeneização.
O método da homogeneização tem como objetivo descrever um meio heterogéneo
como um meio homogéneo com propriedades equivalentes que podem ser calculadas.
Para poder ser aplicado, o método da homogeneização tem como condições obrigatórias:
• a descrição do meio heterogéneo como uma micro-estrutura em que as heteroge-
neidades são representadas por células unitárias repetidas periodicamente
• A célula unitária é de dimensões muito reduzidas quando comparada com o do-
mínio macroscópico do material
As dimensões entre o domínio microscópico da célula ,Y, e o domínio macroscópico do
material ,X, podem ser relacionadas da seguinte maneira:
Y
X
= ε→ 0 (2.2)
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Na figura 2.3 pode ser vista uma comparação entre os dois domínios:
Figura 2.3: Relação entre dimensões do domínio macroscópico e do domínio microscó-
pico(Adaptado de [2])
O domínio macroscópico pode ser composto por diferentes tipos de células unitárias
desde que se garanta que as transições entre os diferentes tipos de célula sejam suaves e
que as condições fronteira e periodicidade sejam respeitadas, como se mostra na figura
2.4.
Figura 2.4: Variação da microestrutura de um material no mesmo domínio macroscó-
pico.(Adaptado de [2])
Segundo Sun e Vadya[8], num meio homogéneo que esteja sobre carregamento uni-
forme, o estado de tensão e deformação vai ser uniforme, mas isso não é o caso em
materiais heterogéneos. No entanto, num meio heterogéneo onde todas as células unitá-
rias representativas são iguais, os campos de tensão e deformação devem ser periódicos
a uma escala macroscópica exceto na proximidade da fronteira onde é aplicada a carga.
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Na figura 2.5 mostram-se alguns arranjos de células unitárias que podem ser utiliza-
dos para descrever o meio heterogéneo de um material compósito.
Figura 2.5: Arranjos celulares que podem ser usados para descrever a micro-estrutura de
um material compósito: (a) arranjo de fibras perpendicular por camadas; (b) arranjo de
fibras rômbico; (c) arranjo de fibras quadrado; (d) arranjo de fibras hexagonal.(Adaptado
de [3])
Os arranjos mais utilizados para descrever um meio compósito são os quadrados
e hexagonal, mas mesmo num dado arranjo de micro-estrutura, as células unitárias
escolhidas para representar o compósito como um meio periódico podem ser várias,
como se mostra na figura 2.6 para o arranjo de fibras quadrado:
Figura 2.6: (a) Meio periódico de arranjo quadrado (b) Células representativas do arranjo
quadrado (c) Quadrante das células representativas(Adaptado de [3])
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e na figura 2.7 para o arranjo de fibras hexagonal:
Figura 2.7: (a) Meio periódico de arranjo hexagonal (b) Células representativas do ar-
ranjo quadrado (c) Quadrante das células representativas(Adaptado de [3])
Diferentes arranjos celulares resultam em diferentes propriedades do meio homo-
genizado como por exemplo, o empacotamento máximo de fibras na matriz, uma pro-
priedade onde o arranjo hexagonal consegue mais de 10% de empacotamento do que o
arranjo quadrado, como se mostra na figura 2.8:
Figura 2.8: Empacotamento máximo das células unitárias : Em cima - arranjo quadrado;
Em baixo - arranjo hexagonal.(Adaptado de [3])
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2.2.1 Micro-estruturas de Vigdergauz
As micro-estruturas de Vigdergauz[6] são compósitos de arranjo periódico que têm
a particularidade de conseguir uma distribuição da tensão equivalente de Von Mises
máxima uniforme em redor de inclusão que exista no material.
O trabalho nesta área começa com o estudo de Elsheby sobre inclusões elipsoidais
que tinham um campo de tensões uniforme e ausência de picos de tensão que reduzia a
probabilidade da ocorrência de falhas no material. Avanços posteriores de Vigdergauz e
de Grabovsky e Kohn deram uma fórmula explícita para a criação das micro-estruturas
de Vigdergauz para qualquer fração volúmica da inclusão e carregamento que seja
aplicada numa célula unitária.
A tensão máxima equivalente de Von Mises é sempre uniforme em redor da inclusão





onde T r[σ0] é o traço do tensor das tensões de um carregamento biaxial e Vf é a fração
volúmica da matriz da célula unitária.
Na figura 2.9 pode ser vista a evolução da forma da inclusão com o aumento da
fração volúmica da inclusão para um carregamento hidrostático. É possível ver que para
baixas frações volúmicas a inclusão é circular mas à medida que a fração volúmica da
inclusão aumenta ela toma a forma de uma elipse.:
Figura 2.9: Formas da inclusão numa micro-estrutura de Vigdergauz para crescentes
frações volúmicas. Na figura mostra-se um quarto da célula unitária. A célula unitária













Neste capítulo pretende dar-se a conhecer os resultados existentes sobre o fenómeno
da concentração de tensões em placas infinitas com furos circulares e elípticos sobre
carregamentos uniaxiais e biaxiais. É apresentada a definição de fator de concentração
de tensões e tensão média para o caso de uma placa finita com furo circular sobre
carregamento uniaxial.
3.1 Concentração de tensões em placa infinita com furo
circular
A solução para a concentração de tensões numa placa infinita com um furo circular
foi resolvida por Kirsch[13], que em 1898 desenvolveu as equações que descrevem o
estado de tensão à volta de um furo numa placa infinita em carregamento uniaxial.
Kirsch descobriu que quando uma placa infinita com um furo circular se encontra
sobre carregamento uniaxial, a tensão máxima no bordo do furo é 3 vezes superior ao
valor da tensão aplicada no carregamento.
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Considere-se o caso de uma placa infinita com um furo circular de raio a sujeita a
um carregamento uniaxial apresentado na figura 3.1:
Figura 3.1: Placa infinita com um furo circular sujeita a um carregamento unia-
xial.(Adaptado de [12])










































σθθ = σ (1− 2cos(2θ))
σrθ = 0
(3.2)
As componentes de tensão σrr e σrθ são nulas porque o furo é uma superfície livre.
A tensão σθθ é compressiva com o valor de −σ para θ = 0 e para θ = π2 é máxima
com o valor de 3σ . Este é o valor do fator de concentração de tensões e à medida que
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a distância ao furo,r, aumenta o valor de σθθ diminui rapidamente, mostrando que o
fenómeno de concentração de tensões só se faz sentir nas imediações muito próximas
do furo, como se mostra na figura 3.2:
Figura 3.2: Distribuição de tensão numa placa infinita com furo circular sujeita a um
carregamento uniaxial.(Adaptado de [12])
Para quaisquer condições de carregamento a 2-D, as tensões resultantes na placa
podem ser calculadas usando o método da sobreposição linear. Na figura 3.3 está repre-
sentada uma placa infinita sujeita a um carregamento 2-D generalizado:
Figura 3.3: Placa infinita com furo circular com condições de carregamento 2-D.
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)cos(2θ) + σ12 sin(2θ))








)cos(2θ) + σ12 sin(2θ))
(3.3)
Na tabela 3.1 mostram-se os resultados de concentração de tensões em placa infinita
com furo circular para diversos casos de carregamento:
Carregamento σθθ(θ = 0) σθθ(θ =
π
2 )
σθθ = 2σ σθθ = 2σ
σθθ = −σ σθθ = 3σ
σθθ = −4σ σθθ = 4σ
Tabela 3.1: Tensões obtidas nas bordas do furo numa placa infinita com furo circular
para vários carregamentos.
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3.2 Concentração de tensões em placas infinitas com furo
elíptico
A solução para a concentração de tensões em placas infinitas com furo elíptico foi
descoberta em 1913 por Inglis[14] e ao contrário da solução de Kirsch, Inglis consegui
chegar a uma solução que pode ser aplicada a uma infinidade de casos com a mudança
de relação entre os eixos da elipse.
Considere-se uma placa infinita com furo elíptico sujeito a um carregamento uniaxial
perpendicular ao eixo maior da elipse como se mostra na figura 3.4:
Figura 3.4: Placa infinita com um furo elíptico sujeita a um carregamento uniaxial
perpendicular ao seu eixo maior.(Adaptado de [12])
Inglis chegou a uma solução que se aplica a todas as elipses existentes através do
uso de um sistema referencial elíptico e do uso de números complexos e conclui que
tensão máxima no bordo do furo acontece para β = 0 quando o carregamento uniaxial é
perpendicular ao eixo maior da elipse e é dada por:




Com esta equação verifica-se o que já tinha sido apresentado anteriormente uma vez
que quando a = b o furo tem uma forma circular e a tensão máxima no bordo do furo
é σmax = 3σ . Esta equação também prevê o caso em que a elipse reduz em altura para
formar uma falha (b→ 0) e a tensão máxima assume valores muito altos (σmax →∞),
resultando em propagação da falha.
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Se a tensão aplicada for perpendicular ao eixo menor da elipse, a tensão máxima acon-
tece para β = π2 e é dada por:




Na tabela seguinte encontram-se os resultados de tensão máxima numa placa infinita
com furo elíptico de rácio ab = 2 para vários casos de carregamento:
Carregamento σββ(β = 0;
a





σββ = 3σ σββ = 3σ
σββ = 5σ σββ = −1σ
σββ = 6σ σββ = −3σ
Tabela 3.2: Tensões obtidas nas bordas do furo numa placa infinita com furo elíptico de
rácio ab = 2 para vários carregamentos.
3.3 Concentração de tensões em placas de largura finita
Quando as dimensões de um furo circular são comparáveis às da placa onde se en-
contra o furo, as equações apresentadas anteriormente têm um erro considerável. Nestes
casos, o fator de concentração de tensões tem que ser relacionado com a tensão normal
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média na área transversal da secção da placa onde existe o furo. Para dimensões do
furo pequenas, o caso pode ser tratado como uma placa infinita mas quando o furo tem
dimensões consideráveis a distribuição de tensões não tem o mesmo comportamento.
Considere-se uma placa de largura finita com furo circular sujeita a um carregamento
uniaxial como se mostra na figura 3.5:
Figura 3.5: Placa de largura finita sujeita a um carregamento uniaxial.





em que W é a largura da placa e d é o diâmetro do furo.





A relação entre Kt e a medida adimensional
d
W foi determinada experimentalmente
através de métodos fotoelásticos e é dada por:
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e na figura 3.6 está representado o gráfico da curva:
Figura 3.6: Curva de Kt obtida experimentalmente em função da relação diâmetro do
furo e largura da placa.
A figura mostra que quando o furo é muito pequeno o fator de concentração de ten-
sões tem o valor de 3, como se verifica no caso da placa infinita. O fator de concentração
de tensões diminui à medida que dW aumenta, o que pode levar a concluir que a tensão
máxima σmax diminui, o que não é verdade. Isto pode ser visto se for traçada a curva da














1− ( dW )
(3.9)
Traçando essa curva tem-se:
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Figura 3.7: Comparação da evolução da tensão máxima e do fator de concentração de
tensões com o aumento do diâmetro do furo.
O fator de concentração de tensões decresce com o aumento de dW porque, com a
redução de área, a tensão média σnom tem um valor cada vez maior e aproxima-se do













Modelo material e estudos realizados
4.1 Modelo material
O modelo do material considerado é um material celular de duas fases onde uma
célula unitária representa a mais pequena heterogeneidade do meio é repetida periodi-
camente para formar um meio heterogéneo.
Nesta dissertação são estudados dois arranjos de célula unitária: quadrado e hexago-
nal. O arranjo quadrado é representado pelas seguintes células:
• Célula unitária quadrada com furo circular de fase vazia e fração volúmica da
matriz a variar entre 40% e 99.5%.





e fração volúmica da matriz a variar entre 70% e 99.5%.
O arranjo hexagonal é representado pela seguinte célula:
• Célula unitária rectangular com relação altura-largura h = 1.73× l com fibras de
fase sólida e diferentes relações de módulos de rigidez da matriz e da fibra.
As células unitárias são discretizadas por elementos finitos hexaedros tri-dimensionais
e de 8 nós.
23
CAPÍTULO 4. MODELO MATERIAL E ESTUDOS REALIZADOS
Apesar de serem utilizados elementos tri-dimensionais, o objetivo do estudo é estu-
dar a concentração de tensões na interface das duas fases que estão presentes em cada
célula e ,portanto, assume-se a uniformidade do design da célula na direção normal ao
plano. Em trabalhos futuros pode ser utilizada a tri-dimensionalidade da célula para es-
tudar casos de carga mais complexos ou alteração do design da célula na direção normal
do plano.
As células unitárias utilizadas estão representadas na figura 4.1.
Figura 4.1: Células unitárias utilizadas na dissertação: (a) Arranjo quadrado - célula
com furo circular (b)Arranjo quadrado - célula com furo elíptico (c) Arranjo hexagonal -
célula com fibras
4.2 Convergência de malha
Um dos objetivos desta dissertação é o desenvolvimento de uma malha de elementos
finitos para diferentes geometrias de células unitárias que tenham resultados de campos
de tensão aproximados aos apresentados no capítulo 3. Com esse objetivo desenvolveu-
se um estudo de convergência de malha de elementos finitos com um código APDL
onde se procurou que os resultados de tensão seguissem uma tendência convergente.
Para desenvolvimento de outras partes da dissertação, onde o objetivo é a utilização da
malha de elementos finitos como a célula unitária representativa, é importante que os
resultados de tensão da malha de elementos finitos sejam válidos.
4.2.1 Malha de elementos finitos
O método dos elementos finitos é um método numérico usado em engenharia para
descrever um problema matemático como uma composição de problemas matemáticos
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mais simples. Neste caso, procura-se dividir, ou discretizar, o domínio de material de
uma célula unitária numa quantidade finita de elementos. A qualidade da solução
depende portanto do número de elementos utilizados na malha e é expectável que
se verifique uma convergência da solução com o aumento do número de elementos
(refinamento da malha de elementos finitos).
Há várias técnicas utilizadas para fazer o refinamento de uma malha de elementos
finitos para o estudo de convergência de malha. As duas mais populares são o h-method
e o p-method.
O h-method procura melhorar os resultados aumentando o número de elementos
iguais presentes na malha, ou seja, diminui a dimensão dos elementos através da divisão
dos mesmos em 2 ou mais elementos do mesmo tipo.
O p-method procura melhorar os resultados mantendo o mesmo número de elemen-
tos mas aumentando a precisão do campo de deslocamentos da malha.
O método utilizado nesta dissertação foi o h-method.
Figura 4.2: a) Malha original. b) Malha refinada pelo h-method. c) Malha refinada pelo
p-method.(Adaptado de [9]).
4.2.2 h-method
Neste método de refinamento a melhoria de qualidade da solução é obtida através
do aumento do número de elementos da malha. Se numa primeira análise o domínio
for modelado por uma malha de elementos finitos muito grosseira então a distribuição
de tensões no domínio vai ser pouco preciso. Para aumentar a precisão da distribuição
de tensões divide-se os elementos existentes em 2 ou mais elementos, criando uma
malha mais fina e obtendo uma solução de melhor qualidade numa segunda análise.
Este procedimento é repetido até que as diferenças entre soluções consecutivas sejam
muito baixas.
De notar que o aumento do número de elementos não serve para melhor descrever a
geometria do domínio como ,por exemplo, obter uma aproximação a um furo circular
através do aumento do número de elementos quadrados. Nesta dissertação as geometrias
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são iguais para qualquer que seja o número de elementos presentes na malha, uma
vez que são utilizados elementos não-retangulares , portanto o aumento do número
de elementos finitos na malha tem o propósito de melhorar a definição do campo de
tensões e diminuir o erro associado ao valor da tensão máxima na borda do furo.
4.2.3 Estudo de convergência da malha
Para este estudo procurou-se replicar a situação em que uma placa infinita com um
furo circular ou elíptico está sujeita a carregamentos uniaxiais, biaxiais e de corte.
Para esse efeito, o código APDL desenvolvido cria uma célula unitária com furo
circular ou furo elíptico, onde os furos têm uma fração volúmica de 0.5% e discretiza
a célula em elementos finitos. Com uma fração volúmica do furo desta ordem tem-
se um modelo de elementos finitos que replica as condições da placa infinita e que
posteriormente pode ser repetido de forma a modelar um meio celular.
Na figura 4.3 estão representadas as células unitárias com furo circular e furo elíptico
com a discretização da malha utilizada na primeira análise bem como um um quarto da
célula com a discretização da malha utilizada na última análise.
Na figura 4.3, o furo tem uma fração volúmica de 5% para facilitar a representação
da malha.
É possível ver que a concentração de elementos finitos é maior em redor do furo do
que nas extremidades da célula unitária. Como o que se procura é replicar os resultados
de concentração de tensão obtidos em placas infinitas com furo, a maior parte dos ele-
mentos está concentrada nas zonas de concentração de tensão. A concentração de tensão
é um fenómeno localizado por isso é possível poupar poder computacional retirando
elementos das extremidades da célula.
É também possível ver que a malha de elementos finitos da célula com furo elíptico
tem uma discretização mais refinada do que a célula com furo circular. Isto acontece
porque a concentração de tensões num furo elíptico é mais concentrada do que num
furo circular e de forma a obter resultados válidos, a discretização tem que ser mais
refinada à volta da elipse.
A primeira malha de elementos finitos utilizada para modelar a célula com furo
circular tem 324 elementos e a última malha utilizada tem 7604 elementos. A primeira
malha de elementos finitos utilizada para modelar a célula com furo elíptico tem 404
elementos e a última malha utilizada tem 10004 elementos.
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Figura 4.3: Representação da geometria das células unitárias utilizadas na dissertação.
À esquerda está representada a célula unitária com a menor discretização e à direita está
representado um quarto da célula com a maior discretização utilizada para (a) célula
unitária com furo circular (b) célula unitária com furo elíptico
4.3 Estudo do efeito de escala
Outro dos principais objetivos desta dissertação é fazer um estudo sobre como o
efeito de escala influencia a concentração de tensões no bordo dos furos presentes nas
células unitárias para diferentes carregamentos.
O estudo é feito usando as malhas de elementos finitos com maior número de ele-
mentos que foram utilizadas no estudo de convergência de malha mas com frações
volúmicas do furo variadas e é realizado da seguinte forma:
1. Geração da célula unitária com uma dada fração volúmica do furo
2. Repetição da célula unitária em duas direções um dado número de vezes (3x3,5x5
e 7x7 foram as repetições usadas neste estudo)
3. Escolha do carregamento
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4. Análise dos campos de tensão e cálculo do fator de concentração de tensões na
célula central do meio celular
Como os diferentes tipos de célula unitária têm que ter geometrias diferentes quando
são modeladas, há meios celulares em que se conseguem realizar mais ensaios do que
outros. Por exemplo, como a célula com furo elíptico usada tem uma relação entre eixos
maior e menor de 2 ( aB = 2), o furo aproxima-se da fronteira da célula para frações
volúmicas muito mais baixas do que acontece com o furo circular. Desenvolvimentos
futuros podem tornar o programa utilizado nesta dissertação mais robusto, de forma a
que se possam realizar ensaios para frações volúmicas mais altas ou até mesmo modelar
o caso de empacotamento máximo para cada arranjo utilizado.
Na figura 4.4 está representada uma comparação entre uma microestrutura com
3 repetições de células e uma microestrutura com 7 repetições de células para o caso
da célula unitária com furo elíptico. A célula central está destacada e o furo tem uma
fração volúmica de 10%.
Figura 4.4: Comparação das dimensões de una célula de uma microestrutura com 3
repetições ( à esquerda) e com 7 repetições (à direita)
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Para o caso da célula unitária que representa o arranjo hexagonal, o estudo feito
foca-se nos efeitos da proximidade das fibras. Interessa perceber de que maneira a
aproximação das fibras na matriz altera o campo de tensão equivalente e como a tensão
equivalente aumenta com o aproximar das fibras na matriz.
Foram utilizadas 5 repetições da célula unitária para modelar o meio celular de
modo a diminuir a proximidade da célula central à fronteira do meio celular.O meio
celular do arranjo hexagonal está representado na figura 4.5.
Figura 4.5: Microestrutura celular composta por 5 repetições da célula unitária do ar-
ranjo hexagonal.
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Na figura 4.6 está representada a malha usada para descrever a célula unitária.












Neste capítulo são apresentados os resultados do estudo de convergência de malha
e de efeito de escala.
5.1 Estudo de convergência de malha
Este estudo tem como especial atenção as tensões tangenciais ,σθθ, na borda do furo
quando θ = 0º e θ = 270º,respetivamente os pontos 2 e 1 representados na borda do
furo na figura 5.1, segundo o referencial apresentado na figura. Como o furo tem um
tamanho muito pequeno quando comparado com a célula unitária, todos os campos de
tensão apresentados nos resultados do estudo do efeito de escala são um zoom do furo
e da zona próxima do furo . Como para θ = 270º a tensão tangencial na borda do furo




Figura 5.1: Representação da célula unitária com furo circular.
Os carregamentos utilizados são unitários e estão representados na tabela 5.1:




Tabela 5.1: Carregamentos utilizados no estudo de convergência de malha.
Com este estudo procura-se que as tensões analisadas nos pontos 1 e 2 sigam um
trajeto convergente e que com cada discretização sucessiva a diferença entre resultados
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consecutivos seja menor. São também apresentados os erros relativos para cada discreti-
zação. Procura-se que os resultados de tensão obtidos com este programa APDL sejam o
mais perto possível dos resultados apresentados nas tabelas 3.1 e 3.2 para o furo circular
e elíptico respetivamente.





onde σt é o resultado apresentado nas tabelas para cada caso de carregamento e σAPDL
é o resultado obtido com o programa APDL.
5.1.1 Furo circular - Carregamento Uniaxial
Os pontos onde a tensão é medida estão representados na figura 5.2. No ponto 1 foi
medida a tensão máxima σy e no ponto 2 foi medida a tensão mínima σx.
Figura 5.2: Representação da célula unitária com furo circular
Os campos de tensão da célula unitária e as suas discretizações são apresentados na
tabela 5.2 e os gráficos do estudo de convergência da malha são apresentados na figura
5.3.
Na tabela 5.2 observa-se no ponto 1 que o aumento de discretização da malha resulta
inicialmente na diminuição da área onde se faz sentir a concentração de tensões mas
nas últimas discretizações a concentração de tensões tem um área constante.
No ponto 2 observa-se que a tensão σx é sempre compressiva e que a área onde a
tensão σx é mínima é aproximadamente constante em todas as discretizações.
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Tabela 5.2: Campos de tensão da célula com furo circular e fração volúmica de 0.5% quando submetida








5.1. ESTUDO DE CONVERGÊNCIA DE MALHA
Analisando o gráfico da figura 5.3(a) verifica-se uma convergência rápida da tensão
máxima no ponto 1, sendo que os valores de tensão para as últimas duas discretizações
são muito aproximados. Foi obtido um resultado final de tensão máxima que subestima
o pretendido mas no entanto tem um erro relativo baixo de aproximadamente 3%.
No gráfico da figura 5.3(b) observa-se convergência da tensão mínima σx no ponto
2. No entanto, a convergência não é tão rápida como a da tensão máxima no ponto 1. O
erro inicial da tensão mínima σx é duas vezes superior ao erro da tensão máxima σy mas
os erros para a última discretização são da mesma ordem.
Figura 5.3: Gráficos do estudo de convergência da malha para furo circular submetido
a ensaio uniaxial (a) tensão máxima σy no ponto 1 (b) tensão mínima σx no ponto 2
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Na tabela 5.3 apresentam-se os resultados de tensão máxima e mínima nos pontos 1
e 2 respetivamente e o erro relativo associado.
Discretização σy[MPa] δ1 σx[MPa] δ2
10x10 2.54 15.3% -0.7 30.0%
20x20 2.77 7.7% -0.84 16.0%
30x30 2.86 4.7% -0.91 9.0%
40x40 2.90 3.3% -0.94 6.0%
50x50 2.93 2.3% -0.96 4.0%
Tabela 5.3: Valores de tensão máxima σy no ponto 1 e de tensão mínima σx no ponto 2 e
respetivos erros relativos para cada discretização de malha.
5.1.2 Furo Circular - Carregamento de Corte
Os pontos onde a tensão é medida estão representados na figura 5.4.No ponto 1 foi
medida a tensão máxima σy e no ponto 2 foi medida a tensão mínima σx.
Figura 5.4: Representação da célula unitária com furo circular
Os campos de tensão da célula unitária e as suas discretizações são apresentados na
tabela 5.4 e os gráficos do estudo de convergência da malha são apresentados na figura
5.5.
Ao contrário do caso de carregamento uniaxial, a área de concentração de tensões
nas imediações do furo fica mais pequena à medida que se refina a malha. Como seria
de esperar, os valores da tensão máxima σy e mínima σx têm o mesmo valor absoluto e
isso verifica-se para todas as discretizações da malha.
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Tabela 5.4: Campos de tensão da célula com furo circular e fração volúmica de 0.5% quando submetida









Observando o gráfico da figura 5.4(a) observa-se que a tensão máxima σy no ponto 1
não converge tão rápido como para o caso uniaxial mas o erro relativo na discretização
é da mesma ordem.
Como se observou na tabela 5.4, os valores da tensão máxima σy e tensão mínima
σx têm o mesmo valor absoluto em todas as discretizações da malha e portanto têm o
mesmo padrão de convergência e erros relativos.
Figura 5.5: Gráficos do estudo de convergência da malha para furo circular submetido
a ensaio de corte (a) tensão máxima σy no ponto 1 (b) tensão mínima σx no ponto 2.
Na tabela 5.5 apresentam-se os resultados de tensão máxima e mínima nos pontos 1
e 2 respetivamente e o erro relativo associado.
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Discretização σy[MPa] δ1 σx[MPa] δ2
10x10 3.24 16.0% -3.24 16.0%
20x20 3.62 9.5% -3.62 9.5%
30x30 3.76 6.0% -3.76 6.0%
40x40 3.84 4.0% -3.84 4.0%
50x50 3.89 2.8% -3.89 2.8%
Tabela 5.5: Valores de tensão máxima σy no ponto 1 e de tensão mínima σx no ponto 2 e
respetivos erros relativos para cada discretização de malha.
5.1.3 Furo circular - Carregamento Hidrostático
Os pontos onde a tensão é medida estão representados na figura 5.6.
Figura 5.6: Representação da célula unitária com furo circular
Os campos de tensão da célula unitária e as suas discretizações são apresentados na
tabela 5.6 e os gráficos do estudo de convergência da malha são apresentados na figura
5.7.
Ao contrário dos casos anteriores,neste carregamento não existe uma zona localizada
onde há concentração de tensões. Neste caso procura-se obter uma área em volta do
furo onde a tensão equivalente é máxima e constante à volta do furo.
Observando os campos de tensão apresentados na tabela 5.4 é possível identificar a
área em que a tensão é constante à volta do furo em todas as discretizações e observa-se
que com o aumento da discretização da malha essa área torna-se cada vez mais pequena.
Observa-se também uma redução da tensão equivalente nos elementos mais afastados
do furo com o aumento da discretização da malha e que as últimas discretizações apre-
sentam mais áreas de tensão uniforme do que as primeiras.
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Tabela 5.6: Campos de tensão da célula com furo circular e fração volúmica de 0.5% quando submetida
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Observando o gráfico da figura 5.7 verifica-se uma convergência rápida dos resul-
tados de tensão e que para as 3 últimas discretizações a diferença entre os valores
consecutivos da tensão equivalente máxima é muito baixa e isso pode ser visto também
no erro relativo, onde a diferença da discretização de 30x30 para a 50x50 é sensivel-
mente de 1%. Este é o caso de carregamento de placa infinita com furo circular com
melhor aproximação ao resultado pretendido.












Tabela 5.7: Valores de tensão σeq máxima e respetivos erros relativos para cada discreti-
zação de malha.
5.1.4 Furo Elíptico - Carregamento Uniaxial
Os pontos onde a tensão é medida estão representados na figura 5.8.No ponto 1 foi
medida a tensão máxima σy e no ponto 2 foi medida a tensão mínima σx.
Figura 5.8: Representação da célula unitária com furo elíptico
Os campos de tensão da célula unitária e as suas discretizações são apresentados na
tabela 5.8 e os gráficos do estudo de convergência da malha são apresentados na figura
5.9.
Na tabela 5.5 observa-se que nos campos de tensão σy , a zona de concentração de
tensões nas imediações do furo é aproximadamente constante em todas as discretizações
mas mais pequena que na célula com furo circular. Em sentido contrário, a zona de com-
pressão nos campos de tensão σx aumenta de tamanho com o aumento da discretização
e é maior do que na célula com furo circular. Como seria de esperar, a concentração de
tensões tem maior intensidade num furo elíptico do que num furo circular.
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Tabela 5.8: Campos de tensão da célula com furo eliptico e fração volúmica de 0.5% quando submetida









Nos gráficos da figura 5.9(a) observa-se o porquê de utilizar mais elementos para
modelar um furo elíptico em comparação com o furo circular. Cada discretização me-
lhora significativamente os resultados de tensão e apesar da tensão nao convergir tão
rápido como converge num furo circular, a última discretização utilizada resulta num
resultado muito bom com quase 0% de erro relativo. Na figura 5.9(b) observa-se que
a tensão mínima no ponto 2 tem um aumento do erro relativo com o refinamento da
malha, sendo que converge para um valor que sobrestima o resultado que se procura
obter.
Figura 5.9: Gráficos do estudo de convergência da malha para furo eliptico submetido a
ensaio uniaxial (a) tensão máxima σy no ponto 1 (b) tensão mínima σx no ponto 2.
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Na tabela 5.9 apresentam-se os resultados de tensão máxima e mínima nos pontos 1
e 2 respetivamente e o erro relativo associado.
Discretização σy[MPa] δ1 σx[MPa] δ2
20x20 4.11 17.8% -0.97 3.0%
40x40 4.68 6.4% -1.02 2.0%
60x60 4.85 3.0% -1.03 3.0%
80x80 4.93 1.4% -1.04 4.0%
100x100 4.97 0.6% -1.04 4.0%
Tabela 5.9: Valores de tensão máxima σy no ponto 1 e de tensão mínima σx no ponto 2 e
respetivos erros relativos para cada discretização de malha.
5.1.5 Furo Elíptico - Carregamento de Corte
Os pontos onde a tensão é medida estão representados na figura 5.10.No ponto 1 foi
medida a tensão máxima σy e no ponto 2 foi medida a tensão mínima σx.
Figura 5.10: Representação da célula unitária com furo elíptico
Os campos de tensão da célula unitária e as suas discretizações são apresentados na
tabela 5.10 e os gráficos do estudo de convergência da malha são apresentados na figura
5.11.
Pela tabela 5.9 observa-se nos campos de tensão σy uma redução da área de concen-
tração de tensões no ponto 1, ao contrário do que acontece para o carregamento uniaxial.
Nos campos de tensão σx, a área em que a tensão é compressiva é aproximadamente
constante em todas as discretizações.
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Tabela 5.10: Campos de tensão da célula com furo eliptico e fração volúmica de 0.5% quando subme-
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Pelos gráficos da figura 5.11(a) é possível verificar que as tensões no ponto 1 con-
vergem mais rápido do que no carregamento uniaxial e que a última discretização é
uma aproximação muito boa aos resultados teóricos uma vez que os erros relativos das
tensões são muito próximos do 0.
Na figura 5.11(b) os resultados de tensão no ponto 2 sobrestimam o valor pretendido
tal como aconteceu no carregamento uniaxial.
Figura 5.11: Gráficos do estudo de convergência da malha para furo eliptico submetido
a ensaio de corte (a) tensão máxima σy no ponto 1 (b) tensão mínima σx no ponto 2.
Na tabela 5.11 apresentam-se os resultados de tensão máxima e mínima nos pontos
1 e 2 respetivamente e o erro relativo associado.
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Discretização σy[MPa] δ1 σx[MPa] δ2
20x20 4.82 19.7% -2.95 1.7%
40x40 5.57 7.2% -3.02 0.7%
60x60 5.80 3.3% -3.05 1.7%
80x80 5.90 1.7% -3.06 2%
100x100 5.96 0.7% -3.07 2.3%
Tabela 5.11: Valores de tensão máxima σy no ponto 1 e de tensão mínima σx no ponto 2
e respetivos erros relativos para cada discretização de malha.
5.1.6 Furo Elíptico - Carregamento Biaxial
Os pontos onde a tensão é medida estão representados na figura 5.12.
Figura 5.12: Representação da célula unitária com furo elíptico
Os campos de tensão da célula unitária e as suas discretizações são apresentados na
tabela 5.12 e os gráficos do estudo de convergência da malha são apresentados na figura
5.13.
Com este carregamento procura-se replicar o comportamento do campo de tensão
que foi obtido para o furo circular em carregamento hidrostático mas como o furo se
trata de uma elipse com relação entre raio maior e menor igual a 2, a relação entre
tensões aplicadas perpendicularmente aos eixos tem de ser igual.
Na tabela observa-se que à medida que se aumenta a discretização, a área onde a
tensão equivalente máxima é constante fica mais definida e na última discretização essa
área é paralela com o furo elíptico.Ao contrário do que se verifica com o furo circular,
que diminuía de tamanho com o aumento da discretização, esta área tem sempre o
mesmo tamanho mas as áreas de tensão equivalente uniforme não têm uma definição
pior.
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Tabela 5.12: Campos de tensão da célula com furo eliptico e fração volúmica de 0.5% quando subme-









Pelo gráfico da figura 5.13 observa-se que, ao contrário do que aconteceu no caso do
furo circular, a tensão neste carregamento é sobrestimada nas duas últimas discretiza-
ções e que o erro relativo aumento com o refinamento da malha mas ainda assim tem
um valor bastante baixo.
Figura 5.13: Gráficos do estudo de convergência da malha para furo eliptico submetido
a ensaio hidrostatico.
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5.2 Estudo de efeito de escala
5.2.1 Furo circular - Carregamento Uniaxial
Na figura 5.14 está representada a célula e os pontos onde são medidas as tensões.
Figura 5.14: Célula unitária com furo circular. No ponto 1 mede-se a tensão σy e no
ponto 2 a tensão σx
Nos gráficos da figura 5.15 são apresentadas as tensões obtidas no ponto 1 e 2 e o
fator de concentração de tensão no ponto 1 para frações volúmicas do furo de 0.5% até
60% e para repetições de 3x3,5x5 e 7x7 células unitárias.
Observa-se que para frações volúmicas do furo baixas as tensões são idênticas in-
dependentemente do número de repetições da célula unitária. Para frações volúmicas
do furo altas há uma diferença significativa nas tensões, podendo observar-se na figura
5.15(a) que a tensão σy máxima no ponto 1 é mais alta para 3 repetições da célula unitá-
ria, e na figura 5.15(b) que a tensão σx mínima é muito mais reduzida para 3 repetições,
enquanto que para 5 e 7 repetições os resultados parecem convergir para os mesmos
valores.
No que toca ao fator de concentração de tensões, para 3 repetições há um compor-
tamento diferente ao que acontece para 5 e 7 repetições. À medida que o furo circular
aumenta de tamanho e a tensão máxima e nominal têm valores mais aproximados, o
fator de concentração de tensões converge para valores mais baixos. No entanto, quando
o furo tem uma fração volúmica de 30%, a célula central começa uma intensificação da
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tensão σy máxima devido à aproximação dos furos das células circundantes, resultando
na divergência e posterior aumento do fator de concentração de tensões. É também possí-
vel observar que para frações volúmicas do furo altas, o fator de concentração de tensões
para 5 repetições afasta-se do de 7 repetições, indicando que o fator de concentração de
tensões também poderia vir a divergir para 5 repetições.
Figura 5.15: Resultados do ensaio com carregamento uniaxial para 3,5 e 7 repetições
da célula unitária com furo circular:(a) Gráfico da tensão σy no ponto 1 (b) Gráfico da
tensão σx no ponto 2 (c) Fator de concentração de tensões no ponto 1
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Na tabela 5.14 apresentam-se alguns campos de tensão σy obtidos para diferentes frações volúmi-
cas e números de repetições da célula unitária.




Tabela 5.14: Campos de tensão σy da célula com furo circular quando submetida a um carregamento
uniaxial.
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5.2.2 Furo circular - Carregamento de Corte
Na figura 5.16 está representada a célula e os pontos onde são medidas as tensões.
Figura 5.16: Célula unitária com furo circular. No ponto 1 mede-se a tensão σy e no
ponto 2 a tensão σx
Nos gráficos da figura 5.17 são apresentadas as tensões obtidas no ponto 1 e 2 e o
fator de concentração de tensão no ponto 1 para frações volúmicas do furo de 0.5% até
60% e para repetições de 3x3, 5x5 e 7x7 células unitárias.
Nos gráficos da figura 5.17 é possível observar que os valores da tensão σy máxima
no ponto 1 e da tensão σz mínima no ponto 2 têm o mesmo valor absoluto, o que vai de
encontro ao que foi apresentado até aqui.
No gráfico da figura 5.17(c) observa-se que tal como acontece para o carregamento
uniaxial, o fator de concentração de tensões diverge com o aumento da fração volúmica
do furo. Para o carregamento de corte, é um fator mais crítico do que para o carrega-
mento uniaxial, uma vez que a diferença entre os fatores de concentração de tensão de
3 repetições e de 5 e 7 repetições é maior para todas as frações volúmicas. Neste gráfico
é possível observar uma divergência entre os fatores de concentração de tensão de 5 e 7
repetições para as últimas frações volúmicas do furo.
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Figura 5.17: Resultados do ensaio com carregamento de corte para 3,5 e 7 repetições
da célula unitária com furo circular:(a) Gráfico da tensão σy no ponto 1 (b) Gráfico da
tensão σx no ponto 2 (c) Fator de concentração de tensões no ponto 1
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Na tabela 5.15 apresentam-se alguns campos de tensão σy obtidos para diferentes frações volúmi-
cas e números de repetições da célula unitária.








5.2.3 Furo circular - Carregamento Hidrostático
Na figura 5.18 está representada a célula e os pontos onde são medidas as tensões.
Figura 5.18: Célula unitária com furo circular. No ponto 1 e 2 mede-se a tensão σeq.
Nos gráficos da figura 5.19 são apresentadas as tensões máximas equivalentes para
frações volúmicas do furo de 0.5% até 60%. É também apresentada a tensão máxima
equivalente das micro-estruturas de Vigdergauz com o mesmo carregamento para cada
fração volúmica do furo.
Pelo gráfico é possível observar que o efeito de escala não tem influência na tensão
equivalente máxima, uma vez que a tensão equivalente máxima é aproximadamente
igual para qualquer número de repetições da célula unitária.
É também possível observar a diferença significativa que existe entre os valores de
tensão equivalente máxima da célula com furo circular e de micro-estrutura ótima de
Vigdergauz. O furo circular é uma forma ótima das micro-estruturas de Vigdergauz
para frações volúmicas muito baixas e para frações volúmicas intermédias a diferença
entre tensões equivalentes máximas não é muito grande mas como se pode ver na tabela
5.16, a tensão equivalente já não é constante à volta do furo para frações volúmicas
intermédias.
58
5.2. ESTUDO DE EFEITO DE ESCALA
Figura 5.19: Resultados da tensão equivalente máxima do ensaio com carregamento
hidrostático para 3,5 e 7 repetições da célula unitária com furo circular.
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Na tabela 5.16 apresentam-se alguns campos de tensão σy obtidos para diferentes frações volúmi-
cas e números de repetições da célula unitária.




Tabela 5.16: Campos de tensão σeq da célula com furo circular quando submetida a um carregamento
hidrostático.
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5.2.4 Furo elíptico - Carregamento Uniaxial
Na figura 5.20 está representada a célula e os pontos onde são medidas as tensões.
Figura 5.20: Célula unitária com furo elíptico. No ponto 1 mede-se a tensão σy e no
ponto 2 a tensão σx
Nos gráficos da figura 5.21 são apresentadas as tensões obtidas no ponto 1 e 2 e o
fator de concentração de tensão no ponto 1 para frações volúmicas do furo de 0.5% até
30% e para repetições de 3x3,5x5 e 7x7 células unitárias.
Pelo gráfico é possível ver que a diferença da tensão σy máxima no ponto 1 entre
diferentes números de repetições é mais baixa do que no caso da célula unitária com
furo circular. A interferência entre campos de tensão de células consecutivas parece
começar para frações volúmicas de 20% porque a tensão σy no ponto 1 aumenta a taxas
maiores do que se verifica para frações volúmicas mais baixas.
No entanto a interferência entre campos de tensão de células consecutivas não é
intensa o suficiente para divergir os fatores de concentração de tensão.
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Figura 5.21: Resultados do ensaio com carregamento de corte para 3,5 e 7 repetições
da célula unitária com furo elíptico:(a) Gráfico da tensão σy no ponto 1 (b) Gráfico da
tensão σx no ponto 2 (c) Fator de concentração de tensões no ponto 1
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Na tabela 5.17 apresentam-se alguns campos de tensão σy obtidos para diferentes frações volúmi-
cas e números de repetições da célula unitária.








5.2.5 Furo elíptico - Carregamento de Corte
Na figura 5.22 está representada a célula e os pontos onde são medidas as tensões.
Figura 5.22: Célula unitária com furo elíptico. No ponto 1 mede-se a tensão σy e no
ponto 2 a tensão σx
Nos gráficos da figura 5.23 são apresentadas as tensões obtidas no ponto 1 e 2 e o
fator de concentração de tensão no ponto 1 para frações volúmicas do furo de 0.5% até
30% e para repetições de 3x3,5x5 e 7x7 células unitárias.
Observando os gráfico da figura 5.25 verifica-se um comportamento da tensão σy
máxima semelhante ao que se verifica no caso do carregamento uniaxial. O efeito de
escala não tem tanta influência como para a célula unitária com furo circular e a proxi-
midade dos furos das diferentes células fazem sentir-se em frações volúmicas do furo
mais altas.
No gráfico da figura 5.23(b), o aumento do efeito de escala resulta numa divergência
dos resultados de tensão de 3 repetições em relação aos de 5 e 7 repetições.
Para o fator de concentração de tensões as diferenças entre diferentes números de
repetições são baixas e observa-se convergência para todos os meios celulares.
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Figura 5.23: Resultados do ensaio com carregamento de corte para 3,5 e 7 repetições
da célula unitária com furo elíptico:(a) Gráfico da tensão σy no ponto 1 (b) Gráfico da
tensão σx no ponto 2 (c) Fator de concentração de tensões no ponto 1
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Na tabela 5.18 apresentam-se alguns campos de tensão σy obtidos para diferentes frações volúmi-
cas e números de repetições da célula unitária.




Tabela 5.18: Campos de tensão σy da célula com furo elíptico quando submetida a um carregamento
de corte.
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5.2.6 Furo elíptico - Carregamento Biaxial
Na figura 5.24 está representada a célula e os pontos onde são medidas as tensões.
Figura 5.24: Célula unitária com furo elíptico. No ponto 1 e 2 mede-se a tensão σeq.
Nos gráficos da figura 5.25 são apresentadas as tensões máximas equivalentes para
frações volúmicas do furo de 0.5% até 30%. É também apresentada a tensão máxima
equivalente das micro-estruturas de Vigdergauz com o mesmo carregamento para cada
fração volúmica do furo.
Na figura 5.25 observa-se que tal como acontece para a célula unitária com furo
circular, a mudança do efeito de escala não tem influência nos resultados da tensão
equivalente mas, é possível observar o efeito que as células circundantes têm na tensão
equivalente máxima da célula central através da diferença entre resultados consecutivos.
A diferença entre a tensão equivalente máxima aumenta com o aumento da fração
volúmica do furo e consequente aproximação dos furos das células unitárias .
A diferença entre a tensão equivalente máxima neste furo e a tensão equivalente
máxima de uma microestrutura de Vigdergauz é significativamente mais elevada do
que no caso da célula com furo circular e pode ver-se que uma elipse deste tipo só tem




Figura 5.25: Resultados de tensão equivalente máxima do ensaio com carregamento
bi-axial para 3,5 e 7 repetições da célula unitária com furo elíptico.
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Na tabela 5.19 apresentam-se alguns campos de tensão σy obtidos para diferentes frações volúmi-
cas e números de repetições da célula unitária.









Neste estudo a célula unitária foi repetida 5 vezes. A relação entre módulo de rigidez
da matriz e fibra é igual EmatrizEf ibra = 10.
Os carregamentos utilizados neste estudo são unitários e estão representados na
tabela 5.20:








No gráfico da figura 5.26 é apresentada a evolução da tensão equivalente máxima,
σeq, com a fração volúmica das fibras.
Figura 5.26: Resultado da tensão equivalente máxima para ensaio uniaxial da célula de
arranjo hexagonal.
Observando o gráfico é possível ver que a tensão equivalente máxima tem duas taxas
de aumento diferentes. Antes da fração volúmica das fibras atingir o valor 25%, a tensão
equivalente máxima aumenta a uma taxa mais lenta do que depois desse valor.
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À medida que as fibras aumentam o seu diâmetro e se aproximam na matriz, os valores da tensão
aumentam mais rapidamente. Na tabela 5.14 é possível ver a evolução da tensão equivalente.
Observa-se que à medida que o raio das fibras aumenta, as zonas de concentração de tensões
tornam-se maiores.
Fração volúmica das fibras
5% 30% 50%
Tabela 5.21: Campos da tensão equivalente em carregamento uniaxial para diferentes frações volúmicas das fibras. As




No gráfico da figura 5.27 é apresentada a evolução da tensão equivalente máxima,
σeq, com a fração volúmica das fibras.
Figura 5.27: Resultado da tensão equivalente máxima para ensaio hidrostático da célula
de arranjo hexagonal.
Observando o gráfico, vemos que a subida da tensão equivalente máxima é mais
constante do que para o caso uniaxial mas o valor inicial da tensão é mais baixo e o




Pela tabela 5.15 é possível ver a evolução da influência dos campos de tensão entre fibras com
o aumento do raio das mesmas. Quando as fibras têm uma fração volúmica baixa, a tensão
equivalente é constante à volta do furo mas à medida que o raio das fibras aumenta formam-se
picos de tensão onde as fibras estão mais próximas umas das outras.
Fração volúmica das fibras
5% 30% 50%
Tabela 5.22: Campos da tensão equivalente em carregamento hidrostático para diferentes frações volúmicas das fibras.
As zonas a vermelho correspondem às zonas onde a tensão equivalente é máxima.
74
5.3. ARRANJO HEXAGONAL
5.3.3 Carregamento de Corte
No gráfico da figura 5.28 é apresentada a evolução da tensão equivalente máxima,
σeq, com a fração volúmica das fibras.
Neste carregamento verifica-se a maior diferença entre o valor da tensão inicial e o valor
da tensão final mas o aumento da tensão é quase constante desde o início.




Pela tabela 5.13 é fácil identificar as zonas onde os campos de tensão das fibras se influenciam.
Para uma fração volúmica da fibra de 5%, cada fibra tem quatro zonas onde a concentração
de tensão é igual mas à medida que a fração volúmica das fibras aumenta, as zonas laterais de
concentração de tensões desparecem.
Fração volúmica das fibras
5% 30% 50%
Tabela 5.23: Campos da tensão equivalente em carregamento de corte para diferentes frações volúmicas das fibras. As











Conclusão e desenvolvimento futuro
A presente dissertação contribui para o conhecimento científico ao nível da concen-
tração de tensões de materiais com microestrutura periódica.
Este trabalho inicia-se com uma apresentação sobre materiais compósitos e meios
periódicos e é feita uma introdução aos efeitos da concentração de tensões em placas
com furos de diferentes geometrias.
Foi feito um estudo de convergência de malha de elementos finitos com o objetivo
de obter malhas de elementos finitos para modelação de placas infinitas com furo cir-
cular e elíptico. As malhas foram sujeitas a carregamentos que têm uma solução de
concentração de tensão existente na literatura. As malhas de elementos finitos são uma
boa aproximação aos casos considerados, sendo que a malha para o caso da placa infi-
nita com furo circular obteve resultados de tensão com erros relativos menores que 3%
em todos os carregamentos e a placa infinita com furo elíptico obteve erros relativos
menores que 1% em todos os carregamentos considerados.
Realizou-se um estudo sobre a influência do efeito de escala da microestrutura
periódica na concentração de tensões que existe na interface sólido-vazio de uma célula
unitária com um furo. Utilizou-se as mesmas malhas de elementos finitos do estudo
de convergência de malha e variou-se a fração volúmica do furo, antes de se repetir a
mesma geometria 3,5 ou 7 vezes em duas direções para formar um meio celular. Os
meios celulares foram sujeitos aos mesmos carregamentos do estudo de convergência
de malha e foram analisados os resultados de tensão da célula unitária central do meio
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celular.
No caso de um meio celular composto por células unitárias com furo circular, demons-
trou-se que para carregamentos uniaxiais e de corte, os resultados de tensão da célula
unitária são intensificados pela aproximação dos furos das células circundantes, resul-
tando numa subida do fator de concentração de tensão nas imediações do furo quando
o furo tem frações volúmicas altas. A célula central de um meio com 3 repetições sofre
intensificação das tensões para frações volúmicas do furo de 30%, enquanto que num
meio com 5 repetições só se verifica este fenómeno para um furo com fração volúmica
de 55%. Um carregamento hidrostático produz os mesmos resultados em todos os meios
celulares.
Um meio celular composto por células unitárias com furo elíptico apresenta maior
semelhança entre resultados de diferentes meios celulares. No entanto, verifica-se in-
tensificação de tensões para frações volúmicas do furo mais baixas do que numa célula
com furo circular. Os resultados dos diferentes meios são aproximados porque um furo
elíptico aproxima-se da fronteira da célula para frações volúmicas baixas, o que faz com
que o efeito de escala não tenha um impacto tão grande num meio celular deste tipo.
Estudou-se um arranjo hexagonal de material compósito até agora pouco estudado
e mostrou-se como é que o aumento do tamanho das fibras intensifica a tensão na
matriz para vários carregamentos. Em carregamento uniaxial, as zonas de tensão má-
xima aumentam de tamanho com o aumento do raio das fibras e em carregamento de
corte acontece o contrário, as zonas de tensão máxima tornam mais localizadas com o
aumento do raio das fibras. Para carregamentos hidrostáticos, as zonas de tensão equi-
valente máxima tornam-se mais pequenas com o aumento do raio das fibras e têm uma
disposição hexagonal à volta das fibras.
Para o desenvolvimento futuro, é necessário expandir os carregamentos utilizados a
2-D para 3-D e fazer uma análise para carregamentos mais complexos. Podem ser apro-
veitados os geradores de malha desenvolvidos para estudar formas geométricas mais
complexas ou casos de empacotamento máximo da fibra na matriz. Também, os resul-
tados de convergência alcançados com a utilização do h-method podem ser comparados
com resultados alcançados com a utilização p-method, através do uso de elementos com
20 nós. Por último, a aproximação da curva do fator de concentração de tensões para
placas de largura finita com furo circular (dada pela equação 3.8) pode ser aproximada
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